Estratto dal Bolletiino della Unione Matematica Ifaliana
Serie T1T, Anno XTI, Num. 2 . 1947 -

CARLO FELICE MANARA

PER 1.A CARATTERIZZAZIONE
DELLE CURVE DI DIRAMAZIONE
DEI PIANI TRIPLI

NICOLA ZANI_;.CHELLI EDITORE
BOLOGN A '



Bologna - Cooperativa Tipografica Azzognidi - 1947



sunto. - Si danno due caratierizzazioni delle curve la cui equazione pud
serdversi | Po, P41 dgy B =0, le quali. a meno di una cventuale com-
ponente doppin non diramente, danno tulte le cwrve di divamazione
dei piawni tripli.

1. La presente Nota si propone di caratterizzare una classe di
curve algebriche notevoli, che hanno fornito argomento di studio,
da varii punti di vista, a diversi Autori: guelle c¢urve, la cui equa-
zione pud essere scritta nella forma :

“) 3 o ::I’211?63+;{13m:":“

B

(essendo py,, © (5, due forme nelle variabili omogenee x, ®, x; dei
gradi 2m e 3m rispettivamente).

A noi inferessa in modo particolare il loro studio per il fatto
che non solo ogni curva del tipo (1) irridocibile & di diramazione
per un piano friplo (come & del tutto evidente dal semplice esame
della equuazione (1)) ma anche ogni curva di diramazione di un
piano triplo (o quadraplo) pud, coll’ aggiunta di una epportuna parte
doppia non diramante, venir rvicondofta ad essere una curva del
tipo (1). Per quanto viguarda le curve di diramazione dei piani
tripli, la proprietd (del resto ovvia) ¢ stata esplicitamente rvilevata
ed ampiamente sfruttata dal Pompeing () nei suoi studii sull” argo-

(1) G. PompiLy, Sulle rappresentazione algebrice del piani tripli, « Rend.
Sem. Matem. Univ. di Roma », serie 4% vol. 3 (1939).
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mento, mentre per quanto riguarda le curve di diramazione dei
piani quadrupli il fatte segue subito dall’ osservazione che ogni
curva di diramazione per un piano guadruple le & anche per il
piano triplo suo risolvente cubico (*). Le curve (1) sono di ordine Gue
e, quando p, e ¢, sono generici, posseggono come sole gingolariti
B cuspidi distinfe, il cul gruppo costituisce 1'intersezione coni-
=90 e ¢,, = 0. Inoltre in ognuna di fali cu-

t

pleta delle curve p,,
spidi la tangente cuspidale coineide con la tangente alla ¢, =— 0.
' Notevoli proprieth di queste curve, dal punto di vista della
teoria dei sistemi continui di curve algebriche piane, sono state
determinate da B. SuGrE (%), ed il loro gruppo di PoINCARE & stato
determinato con metodi fopologici diretfi dal TorrIin (4).

Noi earattevizzeremo gui anzitutto le curve del tipo (1) (che in
tutta la presenfe frattazione chiameremo curve &) generiche, cioé
possedenti come sole singolarith delle cuspidi distinte ed appliche-
remo poi i rvisultati ottenuti alle curve in cui coppie e terne di cu-
spidi confluiscono generando. singolarith pitt complicate. Il vi & spe-
ranza che i procedimenti qui usati possano essere in gualche modo
estesi alle curve che posseggano singolarith ulteriori oppure si
spezzino venendo a confenere parti doppie, il che porterebbs, se
non a risolvere completaniente, certo a far progredire di molto il
problema della caratterizzazione delle curve di diramazione dei
piani fripli e quadrapli.

Lia caratterizzazione delle curve ® sard qui data in due distinte
forme: una (§ 2} di tipo geometrico funzionale, atfraverso la serie
cui appartengono le singolarith cuspidali delle curve stesse, ana-
logamente a quanto & stato fatto vecentemente per nna classe di
curve di diramazione dei piani tripli (°); nna seconda (§ 8) di tipo
proieftivo, attraverso I’ appartenenza delle singolarita a curve di
ordine minore, analogamente a quanto & stato fatto da B. SeEcrE (%) per
aratterizzarve le curve di diramazione dei piani multipli generali.

{*) Lia circostanza era gid stata rilevata dal B. SEGRE come un fatto
< curioso » in una nota a pié¢ di pagina della Sua Memoria: Sulla caratie-
rizzazione delle curve di diramazione dei piand multipli generali, (« Mem.
Ace. d’ Italia », vol. 1°, n. 4) ma sussiste evidentemente in generale per
ogni piano quadruplo. .

(®) B. Seers, Hsistenza e dimensione di sistemi continui di curve piane
algebriche con dati caratieri, « Rend. Linecei », 8. 6% vol. X (1229).

(*) W. 8. Turrix, On the fundamental group of a certain class of plane
algebraic curves, « Am. J. of Math. » 1937,

(®) O. CrrsiNt e C. F. Maxara, Sulle caratterizzazione delle curve di
diramazione det piani tripli, « Annali di Mat. », serie IV, tomao 25.

(%) B. SBrern, Memoria citata alla nota (2).
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2, Lia prima ecaratterizzazione, di tipo geometrico funzionale
delle curve @, cui accennavamno ¢ data dal seguente

Troreaas [ - Le ecurve ¢, =1 p,, 3+ ¢, 12=—0 sono caratte-
rizzate dal fatto che il gruppo delle loro cuspidi & equivalente a
gquello secato da una qualunque curva d’ordine m.

In altre pavele, defto K il grauppo delle cuspidi, & un generico
gruppo di punti allineati, si ha che la relazione

(2) K= miy

& caratteristica per le curve ¢.

Per dimostrario supponiamo di avere una curva irriducibile F
possedente 1 caratteri pliickeriani della ® generica, cio® avente un
ordine 9 = G (con e intero) e come sole singolariti 6me* cuspidi
distinte; & anzitutto chiaro che se la F & una curva ¢ cio® se
I’ equazione della F pud porsi nella forma

JTA e 3 i LRI
"'f e ‘1)2.;4 it q3m F=20

per essa vale la relazione (2). Infatti basta osservare che le cuspidi
di ' sone allora date da tufte e sole le intersezioni delle due curve
Pon =0 € ¢, =0 ¢ che in ognuna di esse la ¢,, =0 & tangente
alla relativa tangente cuspidale. mentre d’altra parte esistono delle
curve aggiunte spezzate nella somma della p,,. —0 ¢ di una curva
generica di ordine m. [nversamente supponiamo che per la F sus-
sista la relaziome (2): detfo € un gruppo canonico di ), osserviamo

che le curve aggiunte di ordine {6 — 3) +- 2t secano su F la serie
completa dei gruppi equivalenti a €+ 2mFB: in base alla (2) vi
sara guindi anche una aggiunta b che seca il gruppe 2K + €. Hssa
dovra allora possedere dei nodi nelle cuspidi di #, cioé essere biag-
giunta alla I stessa: ricordando che un gruppo € sta su nna ag-

3), potremo applicare alla & il feorema di

ginnta di ordine (6
NoraER defto dell’ Af + Bo e scrivere

N =il 2 ] Al
TI—3 Fﬂ.;.]‘szﬁ + T2m T em—3

essendo 4, . e, due aggiunte degli ordini (6w — 3) e 2m ri-
spettivamente. Esiste dunque una aggiunta di ordine 2Zm e, come
si wverifica facilmenfe, & unica e non ha intersezioni con [ fuori
delle cuspidi; essa sard chiamata da noi p, .

Di gui segue subito che le aggiunte di ordine 3m secano su F
la serie completa dei gruppi equivalenti a mRE: ancora per la (2)
esisteri allora una aggiunta di ordine 3m, che chiameremo ¢,.,,.
secante su F il gruppo K, ciod tangente in ogni cuspide di F alla
relativa tangente cuspidale, senza avere con F stessa altre infer-
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sezioni fuori delle vuspidi. Ora la curva generviea del fascio
& i J i

{3) D 12 = Ny 2 =10

possiede Gm?* cuspidi nelle intersezioni di p,,, =0 e g,,, = 0. cioé
nelle cuspidi stesse di #. con le medesime tangenti cuspidali e per-
tanfo non ha intersezioni variabili con F stessa. Esiste quindi un
valore di % per cui essa coincide con F: dal che segue immedia-

famente il nostro assunfo.

3. Una seconda caratterizzazione. di tipo proieftivo. delle curve ¢
& data dal seguente

TrorEMA IL — Le curve ®, —: p, 84 g, (=10 generiche
sono ecaratterizzate dal fatto che le loro Gin® cuspidi stanno su di
una curva di ordine 2m ed una di ordine 3u.

Nia ancora la curva F di ordine Gm possedente i caratteri plii-
clerviani della @ generica, ed ammettiamo che pexr le sue cuspidi
passi una curva p,, =10 di ordine 2p ed una generica ., non
tangente ivi a nessuna delle fangenti cuspidali. Manifestamente
ia p,, & unica e non ha altre intersezioni con F fuori delle cu-
spidi di F stessa. Inolive, giacch® Ia p,,. e la <, non si incontrano
altrove, il feorema di NorHER gid invocato permette di scrivere
ooni altra aggiunta L, di ordine 3m nella forma

\" ] ™
(-“ i i Pﬂ,“fm

dove t, =0 & una curva di ordine m. Per dimostrare che la nostra
F & una curva & basterd evidentemente dimostrare che esiste una
ageiunta «,, =0 di ordine 3m tangente in ognuna delle cuspidi
di F alla relativa fangente cuspidale, giacche, assodato questo fatto,
Passunto si dimostra con lo stesso procedimento del Teorema 1.
Osserviamo ora che, sempre per lo stesso teorema di NOTHER, sus-
siste la relazione ;

(5 Hi— SEEE e ez

‘ 3w ! 3m

1
assendo u(;,lz e u%m due aggiunte di ordine 3m ed =z

e
V = Zhi

una l]l.)fjﬂl"
tuna curva di ordine 2m. Sulla (5) si legge che in ognuna delle
cuspidi di F, punti comuni alla p,, =0 ed alle JI) —=0, JB — (,

i 3m
le tangenti a queste due ultime curve separano ;zrmonle.‘t.mente le
tangenti alla p,,, ed alla #. Quindi per dimostrare che esiste la g,
tangente in ognuna delle cuspidi di F alla relafiva tangente cu-
spidale, basta dimostrare che esiste una aggiunta di ordine 3me che
in ognuna delle cuxpidi di F ha una tangente coniugata armonica
@' Ora

i

di guella di p,, rispetto alla coppia di tangenti alle ! %L,
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dalla (4) segue immediatamente che pud trovarsi un 1 tale che sin

e i) ) (R 163
“}) '7’37_1; T TJ?ym T Zjim P

© di qui segue che la g, cercata da nei & data da

7 S (2)

17¢) Gz — Vi e

in quanto & facile vevificare che il birapporfe delle tangenti a

2
LR
T3m?? T3m?

Poms Gz, i ognuno dei punti comnni a tutte e guabtro le
curve vale precisamente — Afi= — 1 (7).

Che pol, inversamente, ogni volta ehe la I’ &€ una curva ¢ le
sue cuspidi stiano su ana curva di ordine 2m ed una di ordine 3w,
& cosa che abbiamo gia letto direttamente pin veolte sull’ equazione
delle curve ®.

4. In totto quanto precede abbiamo sempre esplicitfamente sup-
posto che le curve @ di cui si & trattato fossero generiche.

Vogliamo ora esaminare se gunanto abbiamo dimostrato possa
sussistere anche lasciando cadere qualcuna delle ipofesi poste. co-
siceh® esse risultino non tutte mecessarie ma semplicemente oppor-
fune per dare maggiore speditezza e semplicith alle dimostrazioni.

Rimandando ad altra occasione 1" esame del easo in cui le curve
di eni si tratta si spezzino, ricerchiamo qui se sia possibile lasciar
vadere I'ipotesi che le loro cuspidi, pnr mantenendosi nello stesso
numero, non siano tutte distinte ma vengano s confluire dando
singolaritad limiti pitt complicate. Per le applicazioni che di quanto
precede sto facendo allo studio delle curve di diramazione dei
piani multipli. interessano due casi notevoli in cui cid si verifica:

4) il ecaso in cui due cuspidi vengano a confluire in un
punto O come avviene quande le due.curve p, =0 e g, = 0 sono
ivi tra loro tangenti con un comtatto bipunte. Si ha allora un
oscnodo della curva ¢ ed in () hanno origine due vami lineari di-
stinti di ¢ stessa mutuamente osculantisi:

B) il caso in cui tre cuspidi vengano a confluire in an panto 7,
come avviene quando la ecurva g; —0 possiede ivi un node per
cui passa pure la p, =0 toccando uno dei ramj di ¢,,, = 0. Si ha
allora in T una singelarita costituita da una coppia di punti tripli
infinitamente viecini ed ivi hanno origine tre rami lineari distinti
di &, aventi per tangente comune quella alla p,, =— 0 in 7 stesso.

Ovviamente ogni osenodo ed ogni coppia di punti fripli infi-

(7) I ragionamenti svolfi in guesto paragrafo si improntano a quelli
usati dalla prof. G. Masorr: BIGGIoGERO in alcune sue recentissime ri-
cerche sui piani tripli e guadrupli. |
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nitamente vieini possono ritenersi generati dal confluire di due o
tre cuspidi rispettivamente e mon offre nessuna difficolta verifi-
care che 1 teoremi stabilifi sopra sussistono ancora per gquesti casi
particolari. Precisamente il Teorema T sussiste ancora purchée nella

relazione fondamentale
K= mR

si convenga di contare, tra le cuspidi, ognuno dei punti origini
dei rami lineari mutuamente osculantesi in un oscnodo, oppure
ognuno dei punii origini dei rami lineari mutuamente tangenti in
una singolaritd costituita da una coppia di punti fripli infinita-
mente vicini. Analogamente il Teorema LI sussiste ancora purche
si convenga che in ogni oscnodo le curve Poma © g, i cui si am-
metfe 1’ esistenza abbiane un comtatto bipunto ed in ogni coppia
di punti tripli la p,,, passi toccando i fre rami e la L, abbia un
nodo con uno dei rami fangente alla p, . .



