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Sunto. ' Si dànno dHe CUHtttM'izzazioni delle CU1've' la cwi eq'Haz-ione può 
°C1'iVM'S'i : P2m :3 + ; qSm j2 = O, le q'Ha,li, a meno di una event1tale com­
ponente doppia non diramante, drinno tu,tte le ctwve (li dù'amazion.e 
dei p'iawi tl"ipli, 

l. J:'a 'pre:-;ente Nota :;i propone di caratterizzare una classe .rli 
eurve algebriche notevoli, che ItHnno fornito argomento di studio, 
(la varii punti di vista, a diversi _~ntori; quelle curve, la cui eq na, 
zione può e.ssere 'lcritta nella forma 

(l) (l'o", = :P~m. :a -t- I qa", :' = O 
\ 

les:-;endo p~,,, e qam due forme uellp nl,riabili omogenee Xl X~ x a (lei 
gradi 2'm e 3m. l'ispettivamente). 

A uoi 'interessa in modo particolare.il loro studio l)er il fa.tto 
che nOI\ solo ogni eurva del tipo (1) irriducibile è di diramazione 
per un lJiallo tdplo (come è del tutto evidente dal semplice 'esame 
della 0quazione (l)) ma allelle ogni cnrva di diramazione di Illl 

pinno tl'iplo (o qUfldl'uplo) può, coll? H,ggiunta di. LUla 0Pl)Ol·tuna parte 
doppia non diràllUtute, venir 'l'iconc1otta ael essere nna curva del 
tipo (1), Pltl' quanto dguarda le eurve di. diramazione dei piani 
tripli, la proprietà, (del resto ovvia) è stata esplicitamente rileV1tta 
{~d Hmpiamente sfruttata. rla1. POllfPIL;r (1) nei ~l1oj stndii sull' a,rgo­

(I) G. POMP1L.T, S-~dl(t 1'app1'esentazione algebrica dei pia.ni b'ipU, « Rend, 
Sem. l\ialem. Univo 'di Roma., serie ,l8, val. 3 (1939). 
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mento, mentro per qLLalltO riguarda' le CUl'ye di lliramnzione òei 
piani quadrupli il fatto Regue snbito dall' ossprvazione che ogni 
curva di diramazione per un piallO ·quadruplo lo è auche per ii 
piano triplo RUO risoi vente cubico ('). Le curve (1) sono di ordine (-)1.11­

e, quando PeNI p. Q30, sono genel'ici, posseggono come sole singolal"ith 
(-)m 2 o'uspiéli distinte, il cni gruppo costituisce 1'intersezione COnt­
pleta dellE' Cllr\'e p"", = O e fJ3'" . O. Inoltre in' ognUllH di tali Oll­
>;})icli la tangente cuspidale coincide con la tangente alla Q3U1 = O. 

:Notevoli pl'OI)rietil di queste curve, dal punto di vista drlla 
teol'ia. dei "istemi con ti 11ui lli curve algebriche pial1l~, sono sta te 
determiilate (la. B. SE C; Rl, (3), ed il loro gru ppo di POli'<CAB.É i> s tu to 
rletermillato C011 metodi topologici Ili l'etti daJ TUHPIK (~). 

~oi caratterizzeremo qui anzitutto le enne del tipo (1) lchl? in 
tutt1t la presellte tr-attazione chiameremo curve <l') gl;meriche, cioè 
posseden ti cOIl.e sole singolaritfl' delle cuspidi distinte ed appliche­
remo poi i risultati ottenut.i alle cnn-e in cui coppie e terne di ClI- . 

spidi confluiscono generando. singolarità. più c:omplieate. E vi è spe­
ranza, che i pl'oef'lli menti ljHi nsati POlOdll10 essere in qualche modo 
e~tesi allE' Cllrye che posseggano singolarità ulteriori oppurE' si 
spezzillo veJlelLllo a oontenE're pa.rti doppie, il che porterebbe, se' 
non a risol,ere completamente, certo a f!).r progredire eli molto il 
problema clpI!a car:·d,teri;"zazione eleltt> cnrye di diramaziol1P rlei 
piani tripli e quadrupli. 

. La eal'atteriz;"azioJlP rlelle curve cD sarà (lui data. in L1ue distint;e 
forme: 1111a (§ 21 t'li tipo geometrico funzi01?-ale, attraverso la seri., 
('ui apparteng-ono le singolarità, cuspidali delle Gtu'ye stesse, a·ua­
logamen te a qnall to è stato fatto l'ecentemen te per Ima cIa. se ti i 
('lll'Ve di lIirama/lione elei piani tripli (~); una secollc11L (§ ;3) eli tipo 
proietti l'O, attraverso J'appartenenza (lelle singolaritit a curve di 
ordine minore, analog" ,mente a qluwtO è stato fatto daB. SEGRE (6) lwr 
caratteri/lZ1H'P le CIll,,"p di clira.maziolle clei piani multipli genera,li. 

(2) La circostanza en) già st,ata l'ileva!a, dal B. SEliRE come un fatto 
« CUl'ioso » in unu nota a piè di pagina della Sua Memoria: Sulla ctJ;l'atte· 
1'izzazione delle CU1've di dil'amazione dei Pia,lVi mnltipli gene'rali, (<< Mem. 
Ace. d'Italia., voI. l°, n. 4) ma sussiste evidentement.e in generale per 
ogni piano quadruplo, 

(3) B, SEGRE, Esiste11za e dimen.s-ione eli sistem'i contl..-rwi di CU1've piane 
algeb1'iche con clati candte1'i, «Hend, Lincei ., S. 6°, voI. X (1229). 

(4) liV. S. TUKPJN, On the fnndcunenta.l gTOUp or a ce1·tain clc~ss or plc~'lle 

algeb·ra'ic c~wves, < Am. J. of 'M.ath. » 1937, 
(5) O. 'CmSINI e C. F. MANARA, $ùlla ca'ratie1'1:zzazione delle CH'l've di 

dit'a1nazione dei p'iani t'l'ipl-i, «Annali di Mat. " serie' IV, tomo 25. 
(6) 13. SEGUE, Memoria cit.a!a alla not.a (2). 



2. LfI, IH:ima wll'attel'izzHziolle, di tipo gpometrico funzionale 
delle CUI'I'e <J'. cui aceeUnay:mlll è data dal f(p,guelltp 

TEORE:ilLI. I - Le C1U\~e <))6111 = : P.", 13 -+- : (/3.",1 2 = I
O sono caratte­

rizzate dal fatto (,hl' il gruppo delle 101.'0 ellspidi è equivalente a 
quello secato da una qnalllnqne curva d'ordine rn. 

In altre pa.rolp: dRtto I{ il grLlppo delle cuspidi, R un geuerico 
gl'llppO (li pnnti alliup-ati. si ha che la re]ajriOllp 

(2) J(='lnR 

(; carattel'istica per le Cll1'I'P ,I>. 

Pe1' dilllostra.rlo snpponiamo di :n'ere una enrYa irl'icltH~ibilp 1/ 
possedente i caratteri pliickeriani della <]) generica, cioè avellt,e Iln 
ordine n = Gm. (con 'In intero) e come solf' singolal'itit 6'm! cuspidi 
<listi11te: è anzitutto chiaro che se la li' È' una enl'\':!' <l' eiol' l'H 
l'equazione della li' PILÒ porsi llPlla 1'0l'lllH 

per essa '-aIe la relazioue (2l. Infatti basta osse'l.'\'are eh .. le cuspidi 
di F sono a,llo1'a date da tutte e sole le illtel'seziolli delle dlle C111'ye 
P2111 = O e q~", = O e che in ognunll di eSi'e la q3m = O è tangente 
alla rela,tiv::t tangente cuspidale, mentrp cl' altra parte esistono delle 
curve a.ggiunte spezzate nella sOl~mn della P",; = O e di LIlla curnl 
generiea di ordirie m., Inver.. a.ment.e supponiamo che per la.F SUi'­
sista la relazione (2): detto C un grnppo t.anollico di F, osserYi:ullo 
che le curve aggiunte di ordine (6in - 3) -1- 2'm, secano i'U ,F la seriH 
completa dei gl'UP1)i equh-alenti rL C-+- 2mR: in base alla (~) vi 
sarà quindi anche una aggiunta +('he seca il gruPl)o 2[( -+- C. Essa 
(loyrà allora possedere dei nodi n811p l'usVi(li di .F, cioi' Asser.. hia,g­
g'iunta alla F i'tessa: 6eorct'ando che un gruppo C sta su una ag­
giunta di ordine (&/n - 31, potremo applicarf' alla. '} il teorema di 
Nii'I'UEH eletto d ..ll· Ar \- H:; e sCTi\'ere 

essendo ,J,6111-3 e +2'" due aggiunte degli ordini (15m. - 3) e,2m d­
spettivamente. Esist.. duuque Ull11 aggiunta di ordine 2wI- e. come 
si -v el'i fica. facilmfmte. è unica E' non ha intp-rseziOIli con P fuori 
delle cuspidi; essa· saril chiall1ata da noi 112111 • 

Di .qni segue subito che,le :Lggiul1te di ordine ,hn ~ecano su F 
la serie completa dei gruppi equi '-aienti a. 'mB; ancora per In (2) 
esii'terà. allora una .a,ggiunta di ordine 311'1" che chiameremo q3>H' 
secante su 1/ il gruppol\., cioè tangente in ogni cuspide di 1/ al1a 
relatint kLligentp cuspidalA. :<en?Ja avere eon li' stes'la. altrp inter­
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;;e,doni fllori dpl.lp cu;;pidi. Ora: la cnl'va gellPl'ica del fascio 

possiede 61n i enspidi nelìe interse:doni di P2m = O e q3Jn = O, cioto 

nelle cus]Jidi stesse di F, con le medesime tangenti cnspidali e per­
tal] to non ha intersezioni ya,riabili con F stessa, Esiste q utndi un 
valoI'P- di ), per cui eSf;a coincide con F; d:-d ('he segue imrùedia­
tmnente il nostro assunto. 

3. Una seconda cal'atterizzallione, di tipo proiettiYo, dplle cm've 'l' 
b (lata (tal segnente 

TEOREMA II - [,e elU'\'e 1>ò", = : ]1 2m :. -+ : (hm I~ = O gellel'iche­
I;ono caratterizzate <la,l fntto che le loro 6-m~ cuspidi stanno su di 
una cnn'a di ol'dille :bn ed una di ordille 3m, 

Sia ancora, la CllrVa Ii' di orrìine Gin possedente i caratteri plti­
ekeriani dell a' 'I) generica, ed ammettiamo che per le sue cuspidi 
passi una cun:a P2m = O di ordine 2m ed una generica 'h". non 
tangellte iYi a .nessuna dP1le tangenti Cn,'lJil!ali. -:'IIanifestamente 
la P2m è unica p non ha a,ltre intersezioni con F fuori delle cu­
Rpi.di di F ;;;tessa. Inoltre, gi;tr'chè la P"n e la 'h", nOli . i incontrano 
altrove, il teorema (li ~OTHER già in\'ocato perl1lpttp di ~criYer(>­

ogni altra aggiunta 'Yall< (li ordin" 3m nella forma 

dove t,n = O è una cur\'a di ordine m. Per climostnu'e che la nO"!tra 
Jl' è una curva 'l' basteril e'-iclentemente dimostrare che esiste una 
aggiunta (13." =0 di ordine 3m. tangente in ognuna delle cuspidi 
di Falla relati\'a tangente cuspidale, gia,cchè, assodato questo fatto. 
l'assllnt,o si dimostra con lo stesso procAdimento del Teorema I. 
OSRerviamo ora che, sempre per lo ;;tesso teorema di No'I.'HER, ;;;IlS­

siste la }'p];~ZiOJl0 

(3) . '8' - ,],(11 t1J1 2l -+ l p .2 Cf. 
..' - j 3m. I 3tH 1~H' '2m 

",ssendo ~~~~ e ,+~~~ due .tgginnte di ordine 3m ed 'l.h, una 0ppOl'­
tuna curva di orcline 2m. Sulla, (5) si legge che in oguuua delle 

cuspidi di .'8', punti comuni alla P211l = O ed alle +~~t ' 0, 'H~!, = 0, 

le tangenti a queste clue ultime eurve separano armonicamente lE' 
tangenti Il lIa p~." ed alla .'8'. Quindi per dimo;;trare che esiste la q.m 
t,angente in ognuna delle CUSpilH eH F alla relativa tangente cu­
'spidale, ba,sta. dimostrare che eRiste una aggiunta di ordine 3m ch& 
in O'gl1una delle cuspidi eli F ha una tangente coniugata armonica 

(li cluella di p,,,, rispetto alla coppia di tangenti alle +1~" H~~, Ora 
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<.:l[1)la (4) ~egu~ immediatamente ehe vui) trovarfli un À ta1<, chI' sia 

<;l di qui segue elle la g3111 cercata lla noi (" data da 

(/ - d/l) _ ì ,],(2)~7) 3 Hl - U'l"H. \ l 3H1l 

iu quanto è faei!lo verificarE' che il biral)porto delle tangenti a­

,}~~, +k:;;', JJ2'1l' Ciai" in oguuno dei pllJlj;i ('omuni ,~ tutte 8 quattro le 

'Curve vale precisHmel!t;e - ì.jì. = - l ('). 
Che l)oi, invPfscllnente, ogni volta che la F' è una ('(lI'l'a <l' 1(> 

:sue Cnsl)idi stiano' su una ntn-a di ordi;le '2'1'1'/. ed una di orr1iuH 3m., 
€ cosa che abbiamo giit let.to direttamentp piit volte sull' pqul\.7,ione 
delle f:urve <I>. 

-i. In tutto (juanto procede abbiamo sempre espJicit[lUlente snp­
po,.;to che le CUl'Ye <I) di cui si P tratt,ato fo,;,;el'o generiche. 

Yogliamo ora esa.minar.. s(~ quanto abbiamo (limostrato pnssa 
'5ussistere anche lasciando cadere llualcuna dell.e ipotesi poste, l'O­
",icc1Jè esse risultino non tutte necessarie ma s('>ll1plicementc oppor­
tune per dare maggiore spNUteZZ<l e semplieitil alle dilllostl'aziOlIi. 

Rimanda.ndo ad altra occasionE' r ef::allle del caso in ('ui 10 curve 
di cui si tratta 'S~ sp87,zino, ricerchiamo qni ,;e "ia possibile la"cial' 
-eadere 1'ipotesi che le 101'0 (:uspidi, pnJ' mantenendosi nello stef::SO 
uumero, non: siano tutte (l istin te ma veng,Ulo a,. conJ'l Il il'e dando 
-;;ingolaritil limiti più complicate. Per ]e applicazioni che di quanto 
precede sto facendo allo ~tudio dE'Hp curve di dil'ama7,ione dei 
piani mnlti pl i, intel'ess,ulO rlue 'casi lloteyoli j n eui ciò si "el'Ìfica: 

A) il caso in cui (lne cuspidi vengano a confluire in Hll 

punto O ('Ol1lP ay\-i(~ne quando le dUt'·curvp 1Jt", = O e (f3'" = O sono 
1.vj tra 101'0 tangeuti con un contatto bipunto. si ha allora un 
()scnodo della cur\'a <I> ed in O hanno originI' due nuui Jinf'Hri di­
stinti di <l' st,essa ll1utuamen te osculantisi; 

B) il caso in cui tre euspidi vengano a confluire in un pLlllto 'l', 
<~Ollle ,~yviene. qtl<Lndo la cnrva q311l = O possiede i'Vi tin Ho(lo per 
<:lui passa pure la p;", = O {;occauc1o uno dei l'ami. d i (h", = O. Si .lUI 
allora in T una singolal'itil eostituita. da una eoppia di })unti tripli 
infinitamente ""l'iaini ed i,"i hanno origine tre, l'ami lineari distinti 
di <l" aventi pelo tangente eOlllune quella. alla p~", = O in 'l' stesso. 

Ovviamente ogni oscnodo ed ogni eQppia di lJUl1ti tripli infi· 

(1) I ragionamenti svolti in questo paragrafo si improntano a quelli 
nsati Llalln prof.' G. MASOTTI BlnmOGF,1W in alcune sile recentissime ri­
cerche sui piani tripli e quadl'\lpli. 



llitamente VICInI possono ritenen;i generati dal confluire di dne o 
tre cuspidi ,rispettivamente e nOll offre nessuna difficoltà verifi· 
care che i teoremi stabiliti sopra sus:,<istono ancora per questi casi 
particolari. Preeìsamente il Teorema I sussiste fLllcora, purchè nella 
relazione fone! amentale 

si couvenga, di contare, tra le CUSI)ic1i, ognuno dei punti origini 
dei l'ami liuearimutuamente o8cu1a.lltesi in n'l 08cnodo, oppure 
ognnno dei PIUli.i origini elei rami lineari mutu,lmel1te tangenti in 
Ulla singolaritil, costituita da una coppia eli punti tripli infinita· 
mente vicini. Analogamente il Teorema II 1;1\8>'1iste ancora purchi' 
si convenga che in ogni oscnodo le CLlrve P2'" e 'h", eh cui si amo 
mette l'esistenza a,bbial1o LUl contatto bilml1to ed in ogni coppia 
di pul'lti tripli la P2'" passi i;occaJlcl0 i tre l'ami e la hm a,hhia, IIll 

nodo con nno dei l'ami tallgenl allfl P2/11' 

•� 


